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C A P I T O L O II
DISTANZE INVARIANTI NEI CONI CONVESSI.
§ 2.1. DISTANZE "TIPO-KOBAYASHI" E "TIPO-CARATHEODORY" .
Le estensioni delle distanze di Carathéodory e di Kobayashi,
possono essere "schematizzate" come segue:
Per definire distanze "tipo-kobayashi" o "tipo-carathéodory" su
un insieme Q, è necessario disporre anzitutto di:
i) Uno spazio metrico ~
assegnato un semi gruppo
con distanza d6 ' per il quale Sla
S di applicazioni, 6 -+ () (per l 'ope
6
razione di compOS1Zlone di funzioni) dotato di identità, e per il
quale valga un "lemma di Schwarz":
Per ogni f e S~, risulta
Sono dati inoltre:
ii) Una famiglia A di applicazioni f: 6 -+ Q
possono realizzare "catene analitiche" Cloe:
con l e qua l i s l
dati x,y e (2, esistono veli t' t"
, l' l ... t',t" € ~,fl ... f e Av v v
con f.(t':)
, J J -f·1W l )J+ J+ (j - l, ... ,v-l) , f (t") - y.v v
La famiglia A deve essere invariante per composizione a Slnl
stra con gli elementi di S
ti •
iii) Una famiglia B di applicazioni h: Q -+ 6, invarianti per
composizione a destra con gli elementi di S~.
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iv) Un semi gruppo S con identità di applicazioni
n
tale che per ogni e B, f e A: h o 9 o f e S .
r"
Kobayashi"
In queste ipotesi si definiscono una pseudo-distanza "tipo
d
n
e una pseudo-distanza "tipo Carathéodory"
n , le quali verificano le proprietà:
•ln
per ogm x,y e n, per ogni 9 e Sn .
per ognl x,y e n e per ognl 9 e Sn'
•per ogm x,y e n e per ognl 9 e S .n
c (x,y)
n
per ogm h e B e per ognl x,y e n.
IV) Se n - r" C e
n
coincidono con dr" .
Discuteremo un esemplO, costruendo delle metriche invarianti
•ln com conveSSl n.
Sia ..r" = R
+
il gruppo moltiplicativo dei numeri reali positivi,
con la misura di Haar t-ldt .
Per ogni ..t"t2 e R definiamo distanzaI +
dell'intervallo determinato da t l e t 2, cioé
t 2
( dt t 2
o(tj,tz)
J
log (2.1.1)- -t tI •
t]
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LEMMA 2.1.1. ("Lemma di Schwarz"). PVl og.u. Clpp.ttc.ClZ.wI'le. Cl6MI'le.
S : R + R taie. che. •cR
+
•
e. pVl ogl'lA. •R ,
+
,H, hCl:
Se. 6 •R+ v<U'.e.
.il <I e.gl'lo eli uguagLianZCl -i-de.n.t.<.c.ame..u:e.. Se. v<U'.e. .il <I e.gl'lo eli ugua-
gLianza pVl una C.0PP-W t j • t 2 eli pun.t.<. fu tin.t.<. , 6 è una .tJta
Dimostrazione. Una funzione affine f; R + R che applica
•ln e de l ti po f(t) - at + B con a ~ O, B ~ O, a + B > O.
Supponiamo t 2 > t] , allora
> O .
-
Poiche 109 e una funzione crescente segue che a(f(t2 ),f(t j ) ~
f e una traslazione nel gruppo •R , allora
+
Viceversa se vale l'uguaglianza per due punti tl't2 , tjf t"
e B = O e quindi f è una traslazione.
C.V.D.
Sia E uno spazio vettoriale reale localmente convesso di
Hausdorff, e Q un cono (i.e. se x e Q allora t x e Q per
ogn1 t > O) convesso aperto di E, Q f [DI.
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Sia A - {f e Aff(R,E) , cioè
A - {f : f(t) - tv + w
f(t) e (l
con v,w e E tale che
per t > O) .
Vale la condizione ii), cioè due qualunque punti
possono congiungersi con una "catena affine".
•x,y 1 n
Usando le stesse notazioni di ii), definiamo una pseudo-dista~
za "tipo-kobayashi" con
.. 0+ a(t' ,t")}
v v
•per ogn1 x,y e (l
dove l'estremo inferiore e preso su tutte le possibili scelte
Sia B - {h e Aff(E,R) : h continua, h((l) C R*} o
+
Definiamo una pseudo-distanza "tipo-Carathèodory" con
C(l(X,y) = sup{a(h(x),h(y)) : h e B) per ogn1 x,y e (lo
Naturalmente C(l e una pseudo-distanza se C(l(x,y) < 00 per
•ogm x,y, e (lo
OSSERVAZIONE l. Il cono convesso (l, essendo aperto, verifica
la seguente condizione:
Se x e (l, e se r è una retta affine di E tale che x e r e
rli!) contenga una semiretta, allora c'è una semiretta
in rli!) e contenente x nel suo interno.
r contenuta
x
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PROPOSIZIONE 2.1. l. R~utta
Dimostrazione. Preso •Q = R , utilizzando le notazioni della
+
definizione di dQ , dal lemma 2.1.1 e dalla disuguaglianza
triangolare segue:
\!
~.l:lo(f.(t~),f.(t':)) ~ o(f](ti),f (t" ))
J= J J J J \! \!
- cr( x ,y) .
Quindi dR. (x,y) ~ o(x,y)
+
per ogm x,y •e R .
+
D'altro canto scegliendo nella definizione di
\! = l, ti = x, tI = y, f](t) = t, abbiamo
d (x,y),
Q
:: o (x,y) per ogm x,y e
C.V.D.
LEMMA 2.1.2. C è una p!.>e.udo-d~-ta.nza e. ~no-UJr.e.
;)
•p~ og~ x,y e Q .
Dimostrazione.Utilizzando le stesse notazioni de 11 e defini-
• • di d C • h e B, h o f. funzioneZlOm e , per ogm e una
Q Q J
affi ne di R ln R che applica R* l n R* • Qui ndi da l lemma
+ +
2.1.1. seque • o(hof .(t'.), hof . (t': )) :: o(t'.,t'~) per J = 1. .. \!.•
- J J J J J J
D'altronde dalla disuguaglianza triangolare segue:
v·l:la(t~,t':)
J= J J
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v
>.l:la(hof.(t~),hof.(t':)) > a(hofl(ti),hof (tU)) -
'J= J J J J ' v v
= a(h(x) ,h(y)), pertanto dn(x,y) ': a(h(x) ,h(y)) .
Prendendo l'es tremo superi ore ri spetto a tutte l e h e B,
abbiamo
•per ognI x,y e 0..
C.V.D.
PROPOSIZIONE 2.1.2.
GR* = a = d * .
+ R+
Dimostrazione. Preso 0. = R*, l'applicazione identica di
+
In R è un elemento di B. Quindi dalla definizione di C
n
se
gue che
CR*(x,y) ': a(x,y) per ognl x ,y e R* •
+
+
D'altro canto, dalla • • 2. 1. 1 e da l lemma 2.1.2, abbiapropos lZl one
mo
CR*(x,y) < dR:t(x,y) - a(x,y) per ognl x,y e ,,*- •,
+
+ +
Pertanto CK(*(x,y) - dR*(x,y) - a(x,y) per ognl x,y e R*
+
+ + C.V.D.
PROPOSIZIONE 2.1.3. S~a nj un eono eonVeh~o ap~ ~n Ej
(~paz~o ve;t;totr.À.JLR.e Ite.a..te -toea.f.men-te eOnVehM eli HauMoltQ6) eon
j = l,Z, ~e F è una app~eaz~one a66~ne eo~nua eli El + E
Z
eon F(n l ) c 0. 2 , a<'.,tolta ~utta
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d (x,y) ~ d (F(x),F(y))Q] Qz
,peA og IU X ,y € Q •
c (X,y) ~ C (F(x),F(y))Q] Qz
CQ •
Dimostrazione. Segue banalmente dalle definizioni di dQ e CQ
(stesso discorso fatto per i lemmi 1.4.1 e 1.4.3).
OSSERVAZIONE 2. Osserviamo che il lemma 2.1.2 è la proprietà I),
la proposizione 2.1.2 e la proprietà IV), la proposizione 2.1.3 e
la oroprietà II). Per la proprietà III):
•per ogm f € A e per ogm t], t, '
,.
€ I< ,
+
segue dalla definizione di d .Q'
a(h(x) ,h(y)) ~ CQ(x,y) per ogm h € B e per ogm x,y € Q,
segue dalla definizione di CQ .
ESEMPIO 2.1.1. Se Q = R = E, abbtamo
e quindi CR(x,y) = O per ogm x,y € R.
Dimostrazione. Siano x,y € R. Per ognl , con
esiste una funzione affine f: R + R tale che f(t]) - x e
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Pertanto
J
t 2
ma 10g tende a zero quando t 2 tende a t l , quindi
tI
dR (x,y) = O per ognl x,y e R.
C.V.D.
ESEMPIO 2. 1.2. (cfr. [15J)
y = (YpY2) in n, x cf y, abbiamo:
dn(x,y) = max{o(x j ,y: ),a(x2 'Y2)} se la retta individuata da x e y
i ncontra n i n una semi retta,
se la retta individuata da x e y
incontra ln un segmento finito.
ESEMPIO 2.1.3. Se n - E = R x R, risulta dR2 (x,y) - O e
quindi Ct=t (x,y) = O per ogni (X'X) e R x R.
-
Dimostrazione. Siano x = (X I ,X 2) e y = (Yj'Y2) in R x R.
Siano F] e F2 applicazioni lineari continue di R -+ R x R defi-
nite dall e
e •
Applicando la disuguaglianza triangolare, la proposizione 2.1.3 e
l'esempio 2.1.1, abbiamo
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Quindi dii (x,y) = O per ogni (x,y) e R x R .
C.V.D.
Più in generale, per ogni spazlo localmente convesso e di
Hausdorff E, abbi amo (cfr. [15J)
•
§ 2.2. APPLICAZIONI.
DEFINIZIONE 2.2.1. Il cono Q dicesi regolare se la sua chiu-
-
sura Q non contiene rette.
Valgono inoltre i risultati seguenti.
PRQPOSIZIONE 2.2.1. (cfr. [15])
6Ono fu.ta.nze..
Q è ~e.goR.aJte..
V-ic.e.vVLM 6e. C (o d )Q Q è una fu.ta.nza, atio~a
PROPOSIZIONE 2.2.2.(cfr. [3]) .
La topo.f.og-ùl ~ela..:Uva eli Q -<-n E è e.qu.<.va.te.I'I-te. alla topolog-ùl
de.6-<-nda da C o dr. ' .6 e., e MUaI'l-tO .6e, tulle le .6ez-<-ol'l.i. p,{al'le d.i.
[l "
